TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Variables Aleatorias

Desde el inicio del Célculo de Probabilidades se trataba ya con cantidades que podian tomar
diferentes valores, cada uno con una determinada probabilidad. En un principio se referfan
a la ganancia que un jugador podia obtener en un juego de azar. Mds tarde se trataron otro
tipo de problemas donde también intervenfan cantidades que podian tomar distintos valores.
A principios del siglo XX se hablaba simplemente de cantidades o variables. En su libro de
1925, Paul Lévy se referfa a esas cantidades como variables eventuales. Markov se referfa
a ellas como variables aleatorias. Una vez que se formula axiomaticamente la Teoria de la
Probabilidad, las variables aleatorias quedan identificadas con las funciones medibles.

En lo que sigue asumimos que tenemos definido un espacio de probabilidad com-
pleto (2.3, P).

Dada una funcién X : Q — R y un conjunto B C R, la notacién [X € B] serd una ma-
nera abreviada de representar al conjunto {w € 2 : X (w) € B}. Si a,b € R, las notaciones
a< X <b,[a<X<b,a<X<b, [a<X<b], [X<b], [X <], [X >a]y[X >alse
entenderdn en un sentido similar.

Obsérvese que, si B C R, se tiene:

X € Bl = X' (B)

Definicién 1. Una variable aleatoria real es una funcion X : Q — R tal que [X < 2] € S
para cualquier v € R.

Lo que nos interesa de una variable aleatoria son las probabilidades con las que toma sus
diferentes posibles valores. En principio lo que nos gustaria conocer son todas las probabili-
dades de la forma P [X € A], donde A es cualquier subconjunto de R; sin embargo, esto no
siempre es posible obtenerlo, pero la condicién [X < z] € I para cualquier = € R implica que
[X € B] € $ para cualquier conjunto boreliano B de R, lo cual se muestra a continuacién.

Proposicién 1. Sea X : Q — R una variable aleatoria real, entonces [X € B] € S para
cualquier conjunto B € B (]R)
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Demostracién

Definamos:

H={BeB(R):[X € B]e3}

Vamos a probar que H es una o—4&lgebra de subconjuntos de R.

i) R € H ya que [XG@] =Qeq.

i1) Si B € H, entonces [X € B] € S, asf que [X € B = [X € B| € 3. Por lo tanto, B® € H.

i11) Si (Bp),cy € una sucesion de elementos de H, entonces [X € B,] € & para cualquier
n € N, asi que:

(X e U2 B, =U2,[X€eB,e¥

Por lo tanto, U, B,, € H.
Asi que, efectivamente, H es una o—algebra de subconjuntos de R.

Ademas, por la definicién de variable aleatoria real, los conjuntos de la forma [—o0, z], donde
z € R, pertenecen a H. Por lo tanto, H contiene a la c—dlgebra generada por esos conjuntos;
es decir, a los borelianos en R. Asi que:

% (R) C H
Finalmente, por la definicién de H, todo elemento de H pertenece a B (K), asi que:
H cB (R)
Por lo tanto:
H =3 (R)

Es decir, [X € B| € & para cualquier conjunto B € B (E)

Proposicion 2. Sea X una variable aleatoria real. La funcion py : B (@) — R definida
por:

px (B) = P[X € B

es una medida de probabilidad.



Demostracién

Son 4 las propiedades que tenemos que verificar:

i) pux (B) > 0 para cualquier B € B (R).

i) px (0) = 0.

iii) py (R) = 1.

iv) Si (Bp),cy €8 una sucesién de elementos de B (@), ajenos por parejas, entonces:

pix (Up2y Br) = 307 iix (Bn)
Las propiedades i, ¢ y it son inmediatas.
Demostremos la propiedad v.

Sea (B,),cy Una sucesién de elementos de B (@), ajenos por parejas, entonces la sucesion
([X € Bn])neN estd formada por conjuntos en &, ajenos por parejas; asi que:

Hx (UZ"len) =P [X € Ufﬁ:an] =P (Ufzozl [X € Bn]) = 2211 P [X € Bn] = 2211 Hx (Bn)

Definicién 2. Si X es una variable aleatoria real, la medida j1y serd llamada la distribucion
de la variable aleatoria X .

En realidad es esta medida 5 lo que nos interesa de una variable aleatoria X, ya que es ésta
la que nos da las probabilidades de que X tome sus diferentes valores. En otras palabras:

Una variable aleatoria real representa una medida de probabilidad sobre los
conjuntos borelianos de R.

Independencia de variables aleatorias

Definicién 3. Diremos que las variables aleatorias de una familia nmo vacia cualquiera
{X,}, finita o infinita, son independientes, si dada cualquier subcoleccion finita de ellas,

Xy, .-, X,y cualquier coleccion de subconjuntos borelianos de R, Ay, ..., A,, donden € N,
se tiene:

P[X, €A,....X,eX, |=P[X, € A] --P[X, €A,



4

Proposicion 3. n variables aleatorias X1, ..., X, son independientes si y solo si para cual-
quier coleccion de subconjuntos borelianos de R, Ay, ..., A,, se tiene:

P[Xye€A,.... X, €A, )]=P[X1€ A --P[X, € A
Demostracion
Si las n variables aleatorias son independientes, la relacién se sigue de la definicién.

Supongamos ahora que para cualquier coleccién de subconjuntos borelianos de R, Ay, ..., A,
se tiene:

P[X;€A,...,.X, € A)]=P[X; € A]---P[X, € A,]

Sea {Xi,,...,X;,} un subconjunto de la familia {X1,..., X} y A, ..., 4;, subconjuntos
borelianos de R. Para j € {1,...,n} — {i1,...,4}, definamos A; = R, entonces:

PlX; €4,....X;, €A,]=P[X; € Ay,..., X, €A
=P[X,€eA] - -P[X,€A)|=P[X;, € A,]---P[X;, € A,]

Asi que Xj,..., X, son independientes.

Corolario 1. Las variables aleatorias de una familia infinita numerable, { X1, Xs,...}, son
independientes si y sdlo si para cualquier n € N y cualquier coleccion de subconjuntos bore-
lianos en R, Aq,..., A,, se tiene:

Definicién 4. Diremos que una funcion f : R — R es boreliana si f~' (B) € B (E) para
cualquier conjunto B € B (E)

Teorema 1. Sean Xy, ..., X, n variables aleatorias independientes y fi,..., fn n funciones
borelianas de R en R. Entonces las variables aleatorias f1(X1), ..., fn(X,) son independien-
tes.

Demostracion

Sean Ay, ..., A, subconjuntos borelianos de R, entonces f;'(A1),..., f.*(A,) son subcon-
juntos borelianos de R, asf que:

P[fl(Xl) € Ala- . 7fn(Xn> € An} =P [Xl € ffl(A1)7' s >Xn € fn_l(An)]

=P[X1€ fi'(A)] - P[Xy € £ (An)] = PLA(X1) € Au - P[fu(X0) € Ay
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El gran impulso para el desarrollo de una teorfa de la probabilidad, que le harfa ganar un
lugar dentro de las matemdticas, proviene de los llamados teoremas limite, los cuales se
refieren al comportamiento a largo plazo de sucesiones de variables aleatorias. El primero de
estos resultados, que para algunos autores marca verdaderamente el inicio de la historia de
la teorfa de la probabilidad, se debe a Jacques Bernoulli, quien dedicé 20 anos de su vida a
la biisqueda de una prueba matemdtica de la relacién que existe entre la probabilidad de un
evento y la frecuencia relativa con la que éste ocurre en una serie grande de repeticiones del
correspondiente experimento aleatorio. El resultado, conocido como teorema de Bernoulli,
se publicé en el ano 1713, ocho anos después de la muerte de su autor.

Teorema de Bernoulli

Sea £ un experimento aleatorio que admite ¢ posibles resultados equiprobables y A un even-
to relativo a ese experimento, para el cual hay r resultados que favorecen su ocurrencia.
Consideremos un nuevo experimento aleatorio consistente en la repeticién indefinida del ex-
perimento &, de tal manera que cada repeticion es independiente de las otras. Sean X, el
nimero de veces que ocurre el evento A en las primeras n repeticiones del experimento y &
un nimero positivo arbitrario, entonces:

Mmoo P [|[Z2 = 2| > €] =0

Puede decirse que, a partir de la publicacién del teorema de Bernoulli, el motor de desarrollo
de la teorfa de la probabilidad fue la bisqueda de resultados que permitieran mejorar y
generalizar ese teorema.

La publicacion del teorema de Bernoulli hizo renacer el interés por el Cédlculo de Probabili-
dades, el cual, después de la publicacién del trabajo de Christiaan Huygens, habfa quedado
relegado, siendo visto tinicamente como una curiosidad que tenia que ver exclusivamente con
los juegos de azar.

En la bisqueda de mejorar el resultado de Bernoulli, Abraham de Moivre demostrd, en 1733,
un resultado que también serfa de gran importancia en el desarrollo del Célculo de Probabi-
lidades. En ese ano se publicé su articulo titulado Approrimatio ad Summam Terminorum
Binomii (a+b)" in Seriem expansis, en el cual expuso un resultado que conducirfa a lo
que ahora se conoce como el Teorema del Limite Central. El articulo fue publicado en latin
y circulé en forma privada. En el ano 1738 ese articulo fue incluido en la segunda edicién
de su libro The Doctrine of Chances con el titulo A Method of approrimating the Sum of
the Terms of the Binomial (a + b)" expanded into a Series, from whence are deduced some
practical Rules to estimate the Degree of Assent which is to be given to Experiments. Con
terminologia y notacién moderna, el resultado de de Moivre puede enunciarse de la siguiente
manera:
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Teorema de de Moivre

Si d es un numero real positivo del orden de y/n y, para cada n € N, X,, es una variable
aleatoria con distribucién binomial de pardmetros n y p = %, entonces:

XL—%n

n
3Vn

IA

/ _ 1.2

lim,, .oo P |—x < x] = \/%foxe 2% dz

Mencionaba de Moivre que su resultado se puede generalizar facilmente para cualquier valor
de p. Esta generalizacién fue expuesta por Pierre Simon Laplace en su libro Théorie Analyti-
que des Probabilités, publicado en el ano 1812. En notacién moderna, el resultado de Laplace
puede escribirse de la siguiente manera:

Teorema de de Moivre-Laplace

Si d es un numero real positivo del orden de y/n y, para cada n € N, X,, es una variable
aleatoria con distribuciéon binomial de pardametros n y p, entonces:

Xp—np
np(l-p) —

’ r _ 1.2
lim, oo P |—2 < = \/Lz?fo e 2% dz

Este proceso continuarfa desarrolldndose y recibirfa un gran impulso, entre 1870 y 1900,
con los trabajos de la llamada escuela rusa, representada por Pafnuty Lvovich Chebyshev ,
Andrei Andreyevich Markov y Aleksandr Mikhailovich Lyapunov.

El tercer teorema limite fue publicado en el afio 1909 por Emile Borel, el cual se enuncia a
continuacion:

Teorema de Borel

Sea £ un experimento aleatorio y A un evento relativo a ese experimento, de probabilidad
igual a p. Consideremos un nuevo experimento aleatorio consistente en la repeticién indefinida
del experimento £, de tal manera que cada repeticién es independiente de las otras. Sea X,
el nimero de veces que ocurre el evento A en las primeras n repeticiones del experimento,
entonces:

P [ll’Ill,MOo % = p] =1

La forma general de los teoremas limite se dio entre 1900 y 1930, con la formulacion de
las leyes de los grandes nimeros y el teorema central del limite, tanto en su forma clésica,
relativa a la convergencia a la distribucién normal, como en su forma moderna, relativa a la
convergencia a cualquier otro tipo de distribucién, sobresaliendo en ese periodo los trabajos
de Aleksandr Yakovlevich Khintchine, Andrey Nikolaevich Kolmogorov, J. W. Lindeberg,
William Feller y Paul Pierre Lévy, entre otros.
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Como puede verse, fueron mas de 200 anos de historia de la teoria de la proba-

bilidad guiada por el estudio de los teoremas limite.

Una vez culminada esta etapa, el estudio de las variables aleatorias sigui6 siendo central en
la teorfa de la probabilidad ya que, a principios del siglo XX, paralelamente al estudio de los
teoremas limite se inicié el estudio de los procesos estocdsticos; es decir, de familias infinitas
de variables aleatorias no independientes.

Funciones de distribucion

Definicién 5 (Funcién de distribucién). Si X es una variable aleatoria real, la funcion
Fx : R — R, definida por Fx(z) = P[X < z|, es llamada la funcion de distribucion de X .

Introdujimos antes una medida de probabilidad jy asociada a una variable aleatoria X y de-
nominamos a esa medida la distribucién de X. Se puede mostrar que ésta queda determinada
por la funcién de distribucién de X; de ahi la importancia de esta ultima.

En la exposicién de lo que sigue, en esta parte 2, vamos a considerar tinicamente variables
aleatorias reales X tales que P [X € R] = 1.

Proposicion 4. Sea X una variable aleatoria y Fx su funcion de distribucion, entonces:

1. Fx es una funcion no decreciente y continua por la derecha.
2. lim,..o Fx(z) =1
4. Fx(z—) = P[X < z| para cualquier € R.

Demostracién

1. Sea (x,,)nen una sucesiéon decreciente tal que lim,,.. z,, = x, entonces:
Fx(z+) = limy.o0 Fx(2,) =1lim, oo P[X < z,] = P (N, [X < z,))

= P[X <z| = Fx(x)

2. Sea (x,) una sucesién creciente tal que lim,,.. ., x,, = 00, entonces:
im0 Fix (@) = iMoo P [X <z, = P (U~ [X < z,))

=P[Q]=1

3. Sea (x,) una sucesioén decreciente tal que lim,,..., =, = —00, entonces:
1. F () = 10y P[X < 2] = PS5 [X < ) = P[] = 0

4. Sea x € Ry (z,) una sucesion creciente tal que lim,,.., x,, = z, entonces:
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Fx(z—) =m0 Fx(2,) =1lim, oo P[X < z,] =P (U, [X <z,]) = P[X <]

]
Definicién 6. Llamaremos funcion de distribucion a cualquier funcion F : R — R que

satisfaga las propiedades 1, 2 y 3 de la proposicion 4.

Sea X una variable aleatoria y definamos:
D={zreR:P[X =2zx]>0}
C={zeR:P[X=2x]=0}

p=P[X € D]

Clasificaremos a las variables aleatorias de acuerdo al valor de p. Si p = 0, diremos que la
variable aleatoria es continua, si p = 1 diremos que es discreta. Cuando 0 < p < 1, se tiene
P[X eD]>0y P[X € (] > 0, de manera que se puede decir que, en ese caso, la variable
aleatoria tiene una parte discreta (la que corresponde al conjunto D) y una parte continua
(la que corresponde al conjunto C).

Un subconjunto importante del conjunto de variables aleatorias continuas estd formado por
las variables aleatorias X con valores en R cuya funcion de distribucién F'x es absolutamente
continua; es decir, aquellas para la cuales existe una funcién Lebesgue medible no negativa
fx:(R,£(R),\) — (R,B (R)) tal que:

para cualquier z € R.

Diremos que una variable aleatoria de este tipo es absolutamente continua. Bajo determi-
nadas condiciones, fx es la derivada de F'y y es asf como en muchas ocasiones se encuentra
la funcién de densidad.

Definicién 7. Si X es una variable aleatoria discreta, llamaremos funcion de densidad de
X, y la denotaremos por fx, a la funcion fx : R — [0,1] definida mediante la relacion:

Definicién 8. St X es una variable aleatoria absolutamente continua, llamaremos funcion

de densidad de X, y la denotaremos por fx, a cualquier funcién Lebesgue medible no negativa
[ (R ER),N) — (]R, B (R)) tal que:

Fx (z) = [*_ fdX

para cualquier z € R.



Algunos ejemplos de distribuciones

Cualquier medida de probabilidad sobre (R, (R)) es una distribucién de probabilidad, es
decir, una distribucién de alguna variable aleatoria. La demostracién de esta afirmacién es
inmediata, ya que si i es una medida de probabilidad sobre (R, B (R)), podemos tomar como
espacio de probabilidad a la terna (R, (R), ). Entonces la variable aleatoria X : Q@ — R
definida por X (w) = w tiene como distribucién a la medida p. Sin embargo, es importante
explicitar algunas de ellas, ya sea por su interés histérico o por presentarse con frecuencia en
diferentes problemas. Asi que a continuacién haremos un listado de algunas distribuciones
discretas y algunas absolutamente continuas, dando el nombre de la distribucién y la funcién
de densidad que la determina.

1. Distribucién Bernoulli con pardmetro p, donde p € [0, 1].

P siz=1
fx(@) =< 1—p sizx=0
0 en otro caso

Esta distribucién se presenta al realizar un ensayo de Bernoulli con probabilidad de éxito p
y definiendo X = 1 si se obtiene éxito y X = 0 si se obtiene fracaso.

2. Distribucién binomial con parémetros n y p, donde n € Ny p € [0, 1].

(M (1 —p)" " size{0,1,...,n}
0 en otro caso

feto)={

Esta distribucion se presenta al realizar n ensayos de Bernoulli independientes, con proba-
bilidad de éxito p en cada ensayo, y definiendo X como el nimero de éxitos que se obtienen
en los n ensayos.

3. Distribucién geométrica con pardametro p, donde p € [0, 1].

fx(z) = { p(l—p)* size{0,1,...}

0 en otro caso

Esta distribucién se presenta al realizar una sucesién indefinida de ensayos de Bernoulli
independientes, con probabilidad de éxito p en cada ensayo, y definiendo X como el niimero
de fracasos que se obtienen antes del primer éxito.

4. Distribucién binomial negativa con pardmetros n y p, donde n € Ny p € [0, 1].
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en otro caso

fx(x) = { (()Hil)p’”(l —p)* size{0,1,..}

Esta distribucién se presenta al realizar una sucesién indefinida de ensayos de Bernoulli
independientes, con probabilidad de éxito p en cada ensayo, y definiendo X como el nimero
de fracasos que se obtienen antes del r—simo éxito.

En efecto:

Para k € {0, 1, ...}, definamos los siguientes eventos:

Ay Se obtienen r — 1 éxitos en los primeros r + k£ — 1 ensayos.
B: Se obtiene éxito en el ensayo nimero r + k.

Entonces:

P[X =kl =P(AnNB) =P(A)PB)=[("" ) ta=p*p= (" (1 -p)t

r—1

5. Distribucién Poisson con pardmetro A, donde A es un nimero real positivo.

Fx(w) = { Ve sixze{0,1,...)

0 en otro caso
Esta distribucién se obtiene como limite de una distribucién binomial; de manera especifica,
se tiene el siguiente resultado:

Supongamos que, para cada n € N, X, es una variable aleatoria con distribucién binomial
de pardmetros n y p € (0,1) de tal manera que A = np es constante, entonces, para cualquier
ke {0,1,...}, se tiene:

1My, ae P [X, = k] = 222

k!
En efecto:
P[X = k] = () (1 - p)r* = motentl X (1 )™
= (- 0=2) =500
Asi que:

i, o P [X = K] = 37 o (1= 3)" = 25

6. Distribucion hipergeométrica con pardmetros r, s y n, donde r,s,n € Ny n <r+s.
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D6 o
fx(x):{ RGOR siz€{0,1,...,n}

0 en otro caso

Esta distribucion se presenta al considerar un muestreo sin reemplazo de la siguiente manera:
Supongamos que se tiene una poblacién formada por dos tipos de elementos, los cuales
llamaremos de tipo I y II, de tal manera que hay r elementos de tipo I y s de tipo II. Si se
toma una muestra sin reemplazo de tamano n < r + s de esa poblacién y llamamos X al
nimero de elementos de tipo I que se obtienen en la muestra, entonces X tiene distribucion
hipergeométrica con pardmetros r,s y n. En efecto, el nimero total de posibles muestras
que pueden obtenerse es igual a (T:S) y todas ellas son equiprobables. De éstas, para k €
{max{0,n — s},...,min{n,r}}, el total de muestras en las cuales se obtienen k objetos de

tipo I y n — k objetos de tipo II es igual a (2) (nfk), de lo cual se sigue el resultado.

7. Distribucién uniforme discreta en el conjunto A, donde A es un conjunto finito de nimeros
reales.

size A
en otro caso

1
e ={ §

donde N es el nimero de elementos de A.
Esta distribucién se presenta al considerar el experimento consistente en elegir al azar un

elemento del conjunto A y definiendo X como el elemento seleccionado.

8. Distribucién uniforme continua en el conjunto A, donde A es un conjunto Lebesgue medible
de medida positiva.

1 A
_ A S1 X E
Fx(2) { 0 en otro caso

Esta distribucién se presenta al considerar el experimento consistente en elegir al azar un
elemento del conjunto A y definiendo X como el elemento seleccionado. Obsérvese que, en
este caso, A no es un conjunto finito.

9. Distribucién normal estdndar.
1 12
fr(y) = V2 C 2Y
Aunque esta distribucién se presenta en una diversidad de situaciones, por el momento la

vamos a considerar como el limite de una sucesiéon de variables aleatorias independientes,
todas ellas con distribucién binomial. De manera especifica, el resultado es el siguiente:
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Sea (X)), Una sucesién de variables aleatorias independientes, todas ellas con distribucién
binomial de pardmetros n y p, entonces:

/ Xn—np —_1 rr —1,2
lim,,.. o P [—\/m < x} = J e dz

10. Distribucién normal con pardmetros p y o2, donde p,0 € Ry o > 0.

1

frxla) = e =

Esta distribucién es una generalizacién de la distribucién normal estdndar y se tiene el
siguiente resultado:

Sea X una variable aleatoria con distribucién normal esténdar, p € Ry o € (0, 00). Entonces

la variable aleatoria Y = u + 0 X tiene distribucién normal con pardmetros u y o2

11. Distribucién exponencial con pardmetro A, donde A es un nimero real positivo.

Fx() = Ae ™™ siz >0
X0 en otro caso

Una distribucion de este tipo se obtiene al considerar el tiempo que transcurre entre dos
ocurrencias consecutivas de eventos que ocurren aleatoriamente en el tiempo.

Consideramos un experimento aleatorio consistente en la observacién de eventos que ocurren
aleatoriamente en el tiempo de tal manera que si, para t > 0, X; es el nimero de veces que
ocurre el evento hasta el tiempo ¢, entonces, si Xg = 0y si s < t, la variable aleatoria X; — X
tiene distribucién Poisson con pardmetro A(¢ — s), donde A es una constante positiva.

Sea ahora 77 el tiempo que transcurre desde el instante inicial ¢ = 0 hasta que ocurre el
primer evento. Obsérvese entonces que, para t > 0, el evento [T} > t] ocurre si y sélo si
ocurre el evento [N; = 0]. Por lo tanto:
P[Ty > t]=Py(t) =e M
Asi que:
FT1 (t) =1—eM
Y entonces, una funcién de densidad de 7} estd dada por:

2\t .
le(t>:{)\e sit>0

0 en otro caso
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12. Distribuciéon gama con pardmetros a y A, donde @ y A son niimeros reales positivos.

A\ gpa—le—Az

() = @) sixz >0
0 en otro caso

donde I' : (0,00) — R es la funcién gama, la cual estd definida por:
[ (o) = [t tetdt.

Al igual que la distribucién exponencial, una distribucién de este tipo se obtiene al consi-
derar el tiempo que transcurre entre cierto nimero de ocurrencias de eventos que ocurren
aleatoriamente en el tiempo.

Consideremos un experimento aleatorio consistente en la observacién de eventos que ocurren
aleatoriamente en el tiempo de tal manera que si, para t > 0, X; es el nimero de veces que
ocurre el evento hasta el tiempo ¢, entonces, si Xg =0y s < t, la variable aleatoria X; — X
tiene distribucién Poisson con pardmetro A(¢ — s), donde A es una constante positiva.

Sabemos entonces que, para k entero no negativo y t > 0:

Sea ahora X el tiempo que transcurre desde el origen hasta la r-sima ocurrencia del evento.
Para x > 0, se tiene:

P[X > z] = P [ocurren menos de r eventos en el intervalo de tiempo [0, z]]

r—1 r—1 e A Oa)®
= k=0 P[N:L' — k] = k=0 k(! )
3 ) . r—1 e *(\x)F
Astquer Fy () =1— 30—

Por lo tanto, una funcién de densidad de X estd dada por:
fX( ) F/( ) \e 7,\;p+)\zr 1 e )\:c _)\Zr 1 k:e”‘“(/\x)’C 1

“\z r—1 e 2 (\x)F r—1 e A (\g)k—1
_/\€A+>\Z ()_)\Z k(l))'

r— 1 e )‘””()\m)k r— 2 e~ (\x)k e M (\x)TL  \rpr—le—Az
o AZ ! AZ k! =A (r—=1)! o (r=1)!

Por ultimo, como I' (r) = (r—1)!, la expresién anterior puede escribirse en la forma siguiente:

o )\'rxr—le—)\z
fx(@) = 55—
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Ahora bien, como I' (o) estd bien definida para cualquier o > 0, se puede definir la dis-
tribucién gama no unicamente para cuando a es un nimero natural, sino para cualquier
a > 0.

Un resulado interesante es que cualquier funcién de distribucién se puede obtener mediante
una transformacién de una distribucién uniforme continua, lo cual se expone a continuacién.

Si X una variable aleatoria real, definamos la funcién dx : (0,1) — R mediante la siguiente
relacion:

dX(t) = inf {SE eR: Fx(SC) > f}}
Para ilustrar esta definicién, consideremos una variable aleatoria X cuya funcién de distribu-

cién estd dada por la siguiente relacion:

(

0 siz e (—o0,2)
3 stz € [2,6)
Fy () = 1+ & (x—6)" sizel[6,10)
= si z € [10,16)
1 si x € [16,00)
\
= 1.0 T
091
08
07t
06
05+
04
03
. _
02
01
0.0 - | | | | : b : |
o 2z 4 5 8 L 12 W B B

Entonces:



2 site (0, }l]
6 site(§3)
dx () =14 64+4y/4—2 site (L]
10 site (3,5]
| 16 site(35,1)
d®7 E—
14
12
10-;
.l
6
i
2 o
00 0 Oll 0=2 0?3 0=4 0?5 O=6 0=7 0=8 0=9 1;0

Teorema 2. Sean X wuna variable aleatoria real con funcion de distribucion Fx y U una

variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo [0,1], ambas definidas sobre el

mismo espacio de probabilidad (2,3, P). Entonces la funcion de distribucion de la variable

aleatoria dx(U) es Fx.
Demostracién
Como Fx es continua por la derecha, se tiene Fx (dx(t)) > t.

Tomemos z € R.

Si dx(U(w) < z, entonces Fy (dx(U(w))) < Fx(z); asi que:
Uw) < Fx (dx(U(w))) < Fx(2)
Por lo tanto:

[dx(U) < 2] C [U < Fx(2)]
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Si U(w) < Fx(z), entonces dx (U(w)) =inf{s e R: Fx(s) > U(w)} <z
Asi que:

U < Fx(2)] C ldx(U) < 2]

Por lo tanto:

Asi que:

Mas sobre construccién de espacios de probabilidad

Lo expuesto hasta aqui presenta una dificultad. Por ejemplo, en el caso de la distribucién
normal estdandar dijimos: Sea (X,,), .y una sucesién de variables aleatorias independientes,
todas ellas con distribuciéon binomial de pardmetros n y p. Para poder considerar una sucesion
de ese tipo, primero tendriamos que demostrar que hay un espacio de probabilidad en el cual
se pueda definir formalmente, cosa que no hicimos. Algo similar puede decirse con respecto
a las otras distribuciones.

En lo que sigue vamos a mostrar como se podria construir un espacio de probabilidad en
el cual se pueden definir formalmente variables aleatorias con las distribuciones que men-
cionamos en los 12 puntos anteriores.

En particular, si denotamos por £((0,1]) a la familia de conjuntos Lebesgue medibles con-
tenidos en el intervalo (0, 1], la terna ((0, 1], £((0,1]), A) constituye un espacio de probabi-
lidad.

Vamos a ver que este espacio de probabilidad es bastante rico en el sentido de que podemos
tomarlo para definir sucesiones de variables aleatorias independientes.

Recordemos que cualquier m’lmero real se puede expresar en base 2. Para los niimeros reales
€ (0,1) de la forma = = 5%, donde n € Ny j € {1,2,...,2" — 1}, es decir, para los
racionales diddicos, el desarrollo en base 2 no es Unico; por ejemplo g puede escribirse, en

base 2, de las siguientes maneras:
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0,101
0,10011111111111---

Para cada uno de estos puntos, elijamos como desarrollo en base 2 a la sucesién sq, s9, . . .
para la cual existe N € N tal que s, = 1 para cualquier k € {N + 1, N +2,...}. El nimero
1 lo escribimos como 0,11111111111---. De esta forma, para cada nimero real x € (0, 1]
tenemos un tnico desarrollo en base 2, a saber, el que contiene una infinidad de 1’s.

Recordemos también que si x € (0,1] se desarrolla, en base 2, como 0.518283 -, donde
s € {0,1} para cualquier k € N, esto siggnifica que se tiene la siguiente relacion:

x:ZZili—’i

Obsérvese que si, S3, ..., S, son los primeros n términos del desarrollo de x en base 2 si y
sélo si z € (37, %, 5" | % 4 L] Hay 2" diferentes secuencias sy, S, ..., Sy, asi que hay

2™ intervalos de ese tipo.

Ademés cada uno de los 2" intervalos de la forma (307, %, 3" | % + 2], donde s;, € {0,1}

para cualquier k& € {1,2,...,n}, es alguno de los intervalos de la forma (%, %}, donde
ke {1,2,...,2"}, los cuales constituyen una particién del intervalo (0, 1].

Teorema 3. Para cada n € N definamos X,, : (0,1] — R mediante la relacion X, (x) = sp,
donde s,, es el n-simo término del desarrollo en base 2 de x. Entonces, las variables aleatorias
de la familia {X,, : n € N} son independientes y cada una de ellas tiene distribucion Bernoulli
con pardmetro p = =

5-

Demostraciéon

Sir € {0,1}, se tiene:

P [Xn = 7”] = Z{(T17T27__.7rn71)63n71} P [Xl = Tl,XQ =T9,... aXn—l = Tnp—1, Xn = ’I“]
o n—1r r n—1r r 1

- Z{(T17T2,~~-7rn—l)€Bn—l} P (( k=1 Q_Z + o Zk:l Q_k ton t 2_"))

1

_ 1
- Z{(n,m,--.,rnq)elﬁ%nil} on T 2
Por lo tanto, para cualquier n € N, X,, tiene distribucién Bernoulli con pardametro p = %

Ademés, para cualquier m € Ny (r1,75 ...,7,) € B,,, se tiene:

P (M 0 = 7)) = P (S 3 S 3+ 55)) = 2 = [ PIX = 7

Asi que las variables aleatorias X7, Xs, ..., X,, son independientes.
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Por lo tanto, las variables aleatorias de la familia {X,, : n € N} son independientes y cada
una de ellas tiene distribucién Bernoulli con pardmetro p = %

]

Teorema 4. Sea (2,3, P) un espacio de probabilidad y X1, X, ... una sucesion de variables

aleatorias independientes, definidas sobre ese espacio, cada una de ellas con distribucion
o Xk

Bernoulli de pardmetro % Definamos X :  — R mediante la relacion X = ) .~ 5.
Entonces, X es una variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo [0, 1].

Demostracion

X es el limite de la sucesién no decreciente de variables aleatorias X, = >, %, asi que es
ella misma una variable aleatoria.

Obsérvese que si vemos cada sucesion (Xj(w)) como el desarrollo en base 2 de un nimero
real en el intervalo [0, 1], X (w) es precisamente ese nimero real.

Si (Sp)nen s una sucesion de 0’s y 1’s, se tiene P [ X} = s para toda k € N| =0ysiz € (0,1]

es un racional diddico, x tiene exactamente dos desarrollos en base 2, asi que P [X € z| = 0.

Ademads, © = 0 tiene tnicamente un desarrollo en base 2, asi que, también, P [X = 0] = 0.

Por lo tanto, P [X € x] = 0 para cualquier racional diddico x € [0, 1].

Por otra parte, para cada n € N, consideremos un intervalo de la forma (jz;nl, 2J—n], con

Jj€{1,...,2"}. Asociada a tal intervalo existe una tinica coleccién de 0’s y 1’s, (s1, S2, - - ., Sn),
=1 J

tal que un punto x pertenece al intervalo (Q—n, Q—n] si y s6lo si tiene un desarrollo en base 2

de la forma x = 0.5183...5,.... Por lo tanto:

PIXe (5] =PXi=s1,X=82,.... X, = 8] = 5

2n ) n

Asi que, si k € {1,...,2"}, se tiene:

PIX e (0.4] =S, PIX € (50 4] - 4 - &
Es decir, si z € (0, 1] es un racional diddico, se tiene:
P[X €(0,z]] ==z
Ademads, la funcién Fy : [0,1] — R, definida por:

Fx (z) = P[X € (0,z]]

es continua por la derecha.

Por lo tanto:

Fx (z) = z para cualquier = € [0, 1].
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Asi que X tiene distribucién uniforme en el intervalo [0, 1].

Teorema 5. Se puede definir, sobre ((0,1],£((0,1]),A), una sucesion de variables aleatorias
independientes, cada una de ellas con distribucion uniforme en el intervalo [0, 1].

Demostraciéon

Consideremos una sucesién X, X, ... de variables aleatorias independientes, definidas sobre
((0,1],£((0,1]), A), cada una de ellas con distribucién Bernoulli de pardmetro 3.

De acuerdo con la proposicion 4, si (X, ),y €s cualquier subsucesién de la sucesion (Xy,), o

y definimos Y : (0,1] — R mediante la relacién Y = 3 72, g—’g, entonces Y es una variable
aleatoria con distribucién uniforme en el intervalo [0, 1].

Para definir una sucesién de variables aleatorias independientes, definidas sobre ((0, 1], £((0,1]), A),
cada una de ellas con distribucién uniforme en el intervalo [0, 1], basta con mostrar que existe

una infinidad numerable de subsucesiones de (X,,), .y de tal manera que cualquier par de

ellas no tengan elementos en comin. Una vez mostrado esto, cada una de esas subsucesiones
genera una distribucién uniforme en el intervalo [0, 1].

Existen diferentes maneras de tomar las subsucesiones de (X,,), .y con la propiedad men-
cionada. Por ejemplo, si {p1, po, ...} es el conjunto de nimeros primos mayores que 1y, para
cada n € N, definimos A,, = {p,, p?,p3, ...}, entonces los conjuntos A,, son ajenos por pare-

jas, asi que las subsucesiones (szf cen” (Xp§> cen” (sz?f) e’ cumplen con la propiedad

requerida.

También podemos ordenar los elementos de la sucesién (X,,), .y de la siguiente manera:
X1, Xo, Xy, X7, X1, Xi6, Xoo, ..

X3, X5, Xg, X12, X17, Xos, . ..

Xe¢, X9, Xi3, Xis, Xo4, . ..

X0, X1a, X1g, Xos, . ..

X5, Xa0, Xog, - - -

Xo1, Xoz, ...

Xog, ...



20

Cada renglén forma una subsucesién de (X,,), oy v las subsucesiones de dos renglones dife-
rentes no tienen elementos en comun.

. . 2 3 .
De manera general, si las sucesiones (X ,g”)> , (X ,g )) , (X ,g )> , . .. son subsucesiones
. kEN "\ keN keN

de (X,),cy tales que cualquier par de ellas no tienen elementos en comin, definamos, para
cada n € N:

(n)

oo X
Un - k=1 2k

Entonces, para cada n € N, U, tiene distribucién uniforme en el intervalo [0, 1].

(1) @) 3)
. X X X
Para cada m € N, las sumas parciales Y " | =5, > )" =5, 3" | =5, ... forman una fa-

milia de variables aleatorias independientes, asi que, para cualquier n € N y cualquier
(x1,...,2,) € R™ | se tiene:

m x® m x™ B m x® m XM
P|:Zk:12_k§x1""7 k=1 3t S Tn| = P2 g o S| Py S ST
. . x9 . .,
Como, para cada j € N, la sucesién (Z;’;l 2%> es no decreciente, la sucesion de eventos
meN
m XM m XM . . .
el o ST ) g e S Ty es decreciente y la interseccién de todos ellos
meN
1) (n)
X X .
es el evento [Zzozl e S,y e < xn]; asf que:
(1) (n) 1) (n)

s X o X , m X m X

P|: kzlz%gxl,..., k:12Lk§$n1:llmmwmp{zkzl%sxb..., kzl;—kgxn

(1) (n)

(1) (n)
oo X o X
——P[ k12Lk<x1}---P{ P <xn}

Asi que las variables aleatorias Uy, Us, . .. son independientes.

Teorema 6. Sea (F,), . una sucesion de funciones de distribucion. Se puede definir, sobre
((0,1},£((0,1]) , A), una sucesion (X,),oy de variables aleatorias independientes de tal
manera que, para cada n € N, la funcion de distribucion de X,, es F,.
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Demostracion

Consideremos una sucesiéon de variables aleatorias independientes (U, ), oy, definidas sobre
((0,1],£((0,1]),\), cada una de ellas con distribucién uniforme en el intervalo [0, 1].

Para cada n € N, definamos las funciones d,, : (0,1) — Ry X, : (0,1] — R mediante las
siguientes relaciones:

dno(t) =inf{x e R: F,(x) >t}
X, =dn(Uy)

Por la proposicién 2, la funcién de distribuciéon de X, es F,.

Finalmente, como las variables aleatorias Uy, Us,... son independientes, también lo son
X1, X5, ..

Ejercicios

Ejercicio 1. Demuestra que los términos t, = (Z)pk(l —p)¥, de una distribucion binomial,
crecen con k hasta alcanzar su mdximo valor cuando np+p—1 < k < np-+p, después de lo
cual decrecen con k.

Ejercicio 2. Sea X una variable aleatoria con distribucion geométrica. Demuestra que para
cualquier par de nimeros enteros no negativos n y k, se tiene:

PIX=k+n|X>n—1=P[X =k

Obsérvese que este resultado dice que si en una sucesiéon de ensayos de Bernoulli indepen-
dientes ya han ocurrido n fracasos, entonces la probabilidad de que haya k fracasos mads
antes del primer éxito se puede calcular como si se reiniciara el proceso. Este resultado se
puede interpretar diciendo que una variable aleatoria con distribucién geométrica no tiene
memoria.

Ejercicio 3. Supongamos que, para cadar € N, X,, es una variable aleatoria con distribucion
binomial negativa de pardmetros v y p € (0,1) de tal manera que A = 7“% es constante.

Demuestra que, para cualquier k € {0,1,...}, se tiene:

lm,,...oo P [X, = k] = 22



22

Ejercicio 4. Supongamos que, para cada r,s,n € N, XT(LT’S) es una variable aleatoria con
distribucion hipergeométrica de pardmetros r,s y n. Demuestra que, para cualquier k &

{0,1,...,n}, se tiene:

P [X,(,,"’S) :k]

(MG G=) "

lim, 500 =1

Ejercicio 5. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros n y p.
Si se sabe que el valor de X es k, ;cudl es la probabilidad de que ocurra cada uno de los (Z)
arreglos de k éxitos y n — k fracasos?

Ejercicio 6. Sea X una variable aleatoria discreta que toma unicamente valores enteros no
negativos y tal que, para cualquier entero no negativo n, se tiene:

PX=n|X>n—1=P[X =0

Demuestra que X tiene distribuciéon geométrica.

Ejercicio 7. Supongamos que, para n > 1, una pareja tiene n hijos con probabilidad igual a
ap™, en donde 0 < a < % y 0 < p < 1. Supongamos ademds que cada uno de los hijos es

hombre o muger con probabilidad igual a % Para k € {1,2,...}, scudl es la probabilidad de
que una pareja tenga por lo menos k hijos, de los cuales k exactamente sean mujeres?

Definicién 9. FElegir al azar un nimero real en el intervalo (0,1) se interpreta diciendo
que si tenemos dos subconjuntos A y B, contenidos en (0,1) y tales que se pueda sobrepo-
ner geométricamente uno sobre otro, entonces la probabilidad de que el punto seleccionado
pertenezca al conjunto A es igual a la probabilidad de que pertenezca a B.

Ejercicio 8. Consideremos el experimento aleatorio consistente en la eleccion al azar de un
nimero real en el intervalo (0,1) y sea X el nimero que se obtiene.

a) Construye un espacio de probabilidad (2,3, P) para este experimento aleatorio.

b) ¢Cudl es la probabilidad de que X sea un nimero racional?

¢) sCudl es la probabilidad de que X pertenezca al conjunto de Cantor?

Ejercicio 9. Consideremos una particula que se mueve a saltos sobre la recta real de tal
manera que, comenzando en el origen, en cada intervalo de tiempo h, la particula salta una
distancia d hacia la derecha con probabilidad % o una distancia d hacia la izquierda, también
con probabilidad % Llamemos S,, a la posicion de la particula en el tiempo nh.
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Demuestra que:

: Sn _ 1 b 1z

hmnwooP[a<dﬁ<b} = 2ﬂfa€ 2% dx
Es decir, cuando n es grande, la distribuciéon de S,, es aproximadamente normal con paré-
metros p = 0y o? = d*n.

Ejercicio 10. Sea T una variable aleatoria con distribucion exponencial de pardmetro .
Demuestra que, para cualquier par de nimeros reales positivos s y t, se tiene:

P[T>t+s|T>t]=P[T > s

Supongamos ahora que el tiempo, en anos, que un radio funciona, tiene distribucién expo-
nencial con pardmetro A = %. Si una persona compra un radio usado, ;cudl es la probabilidad
de que ese radio funcionard durante 8 anos méas?

Ejercicio 11. Sean T1 y T dos variables aleatorias independientes, ambas con distribucion
exponencial, Ty con parametro Ay y Ty con pardmetro \y. Demuestra que T = min(T7,T5)
tiene distribucion exponencial con parametro X = A\ + Ag.

Ejercicio 12. En una estacion meteoroldgica se cuenta con un tipo de aparato de medicion, el
cual tiene un tiempo de vida que se distribuye exponencialmente, de tal manera que su tiempo
promedio de vida es de 1,000 horas. Si se utilizan 10 de esos aparatos en forma consecutiva,
uno de ellos después de que el anterior ya no funciona, a) ;cudl es la probabilidad de que
alguno de los aparatos estard funcionando después de 10,000 horas?, b) si después de 5,000
horas todavia estd funcionando alguno de los aparatos, scudl es la probabilidad de que alguno
de ellos siga funcionando después de 10,000 horas mds?

Ejercicio 13. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion normal estandar, muestra que
X? tiene distribucion gama.

Ejercicio 14. En Mecdnica FEstadistica, la velocidad V' de una molécula de masa m en un
gas, a temperatura T', se modela como una variable aleatoria con funcion de densidad dada

por
o - A o

0 en otro caso

donde k es la constante de Boltzmann. Encuentra una funcién de densidad de la energia
E=1lmv2
2
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Ejercicio 15. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo (—g, g) .
Encuentra la funcion de distribucion y una funcion de densidad de Y = tan(X).

Ejercicio 16. Sea T' una variable aleatoria con distribucion exponencial de pardmetro A y
M > 0. Encuentra la funcion de distribucion de X = min {T, M}.

Ejercicio 17. Sea A un evento que puede ocurrir en algin momento entre los tiempos 0 y
T de tal manera que la probabilidad de que ocurra es igual a p y, en caso de que ocurra, si X
es el tiempo en el cual ocurre, entonces X tiene distribucion uniforme en el intervalo [0,T].
Sabiendo que el evento A no ha ocurrido hasta el tiempo t € (0,T), encuentra la probabilidad
de que A ocurra en el intervalo (t,T].

Ejercicio 18. En una fdbrica se producen componentes electronicos cuyo voltaje tiene dis-
tribucion normal de pardmetros p y o?. El departamento de control de calidad checa los
componentes y todos aquellos con un voltaje menor o igual a b son rechazados. Encuentra la
distribucion del voltaje de los componentes que pasan el control de calidad.

Ejercicio 19. Estima la probabilidad de que al lanzar 10,000 veces un dado se obtengan por
lo menos 1680 1°s.

Ejercicio 20. Estima el mas pequeno nimero natural k tal que la probabilidad de que el
numero de soles que se obtienen en 1,000 lanzamientos de una moneda esté comprendido
entre 480 y k, inclusive, sea mayor que 0,6.

Ejercicio 21. Sea T' una variable aleatoria absolutamente continua con funcion de densidad
continua y tal que, para cualquier par de nimeros reales positivos s y t, se tiene:

P[T>t+s|T>t]=P[T > s

Demuestra que T tiene distribucién exponencial.

Ejercicio 22. Sea X wna variable aleatoria con funcion de distribucion Fx, continua y
estrictamente creciente, y definamos la funcion d : (0,1) — R mediante la relacion:

d(t)=inf{s € R: Fx(s) >t}

Demuestra que d es la inversa de Fx.
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Ejercicio 23. Demuestra que si Y tiene distribucion uniforme en el intervalo (0,1), en-

tonces, dado p € (0,1), Hlnl(ri}:p)ﬂ tiene distribucion geométrica con pardmetro p, donde

[[z]] es el mayor entero menor o igual a x.

Ejercicio 24. Demuestra que sip € (0,1), A = —In(l — p) y Z es una variable aleatoria
con distribucion exponencial de parametro A, entonces, [[Z]] tiene distribucion geométrica
con pardmetro p, donde [[x]] es el mayor entero menor o igual a x.

Ejercicio 25. Demuestra que se puede definir, sobre ((0,1],£((0,1]), ), una infinidad nu-
merable de sucesiones de variables aleatorias independientes, todas ellas con distribucion
normal estdndar, e independientes entre st.



